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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА МОЛЕКУЛЯРНОЙ 
ДИФФУЗИИ РЕАГИРУЮЩЕГО ГАЗА К ПОКОЯЩЕЙСЯ 

ГРУБОДИСПЕРСНОЙ УГОЛЬНОЙ ЧАСТИЦЕ 
В ГОРНОЙ ВЫРАБОТКЕ

Рассмотрен стационарный процесс диффузии реагирующего газа к грубодисперсной уголь-
ной частице, находящейся в горной выработке. Сформулированы две краевые задачи, одна из 
которых описывает гетерогенный процесс диффузии реагирующего газа к внешней поверхно-
сти угольной частицы, а другая — гомогенный процесс внутри ее объема. Построены точные 
решения задач и выявлены некоторые закономерности изменения концентрации реагирующего 
газа внутри объема угольной частицы. Показано, что при небольших значениях начального 
радиуса угольной частицы можно объединить краевые задачи и построить их приближенное 
решение, на базе которого выявлено влияние некоторых параметров угольной частицы на сум-
марное сопротивление химическому реагированию на внешней поверхности частицы и внутри 
ее объема.

Ключевые слова: ГОРНЫЕ ВЫРАБОТКИ, ГРУБОДИСПЕРСНЫЕ УГОЛЬНЫЕ ЧАСТИЦЫ, 
УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА И ПУАССОНА, СФЕРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ, КОЭФФИЦИ-
ЕНТ ДИФФУЗИИ, СКОРОСТЬ РЕАКЦИИ, РЕАКЦИОННАЯ ПОВЕРХНОСТЬ ПОР, СУМ-
МАРНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ ХИМИЧЕСКОЙ РЕАКЦИИ. 

Введение
Развитие угольной промышленности в 

последние годы характеризуется стабильным 
повышением технико-экономических показа-
телей, что обусловлено использованием сов-
ременного горношахтного оборудования и 
совершенствованием технологии очистных и 
подготовительных работ.

Однако существует ряд факторов, сдер-
живающих увеличение добычи угля подзем-
ным способом, главным из которых является 
самонагревание угля, представляющее собой 
сложные физико-химические процессы, об-
условленные, в свою очередь, химической 
кинетикой протекания реакций окисления 
углеродсодержащих веществ и процессами 
тепломассопереноса как исходных смесей, так 
и продуктов химической реакции окисления.

Очаги самонагревания, характеризуемые 
повышенной температурой, могут вызвать 
воспламенение и горение пылегазовоздуш-
ных смесей (ПГВС) в горных выработках, что 
подтверждается рядом работ, среди которых 
особо отметим [1].

Целью данной работы является анализ 
процесса диффузии реагирующего газа к гру-

бодисперсной угольной частице, являющего-
ся начальной стадией процесса ее воспламе-
нения и горения.

В работе приняты следующие допущения:
1) полагаем, что процесс молекулярной 

диффузии газа, совместно с химической реак-
цией, протекает стационарно в изотермиче-
ских условиях из неподвижной среды к поко-
ящейся угольной частице;

2) угольная частица имеет сферическую 
форму, начальный и текущий радиусы кото-
рой равны соответственно r0,    ;

3) пористая структура реагирующей 
угольной частицы характеризуется постоян-
ным внутренним коэффициентом диффузии 
Di внутри частицы, одинаковой реакционной 
поверхностью пор Si, отнесенной к единице 
объема частицы, и одинаковой константой 
скорости реакции k. В работе [2] показано, 
что для различных типов углей величина
    изменяется в интервале                             

4) внутреннюю поверхность будем счи-
тать однородной и изотропной, поэтому 
свойства поверхности одинаковы во всех на-
правлениях и в каждой точке угольной части-
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цы, в силу чего перенос реагирующего веще-
ства происходит только за счет молекулярной 
диффузии.

Таким образом, горение угольной части-
цы состоит из двух процессов: гетерогенно-
го, протекающего на внешней поверхности Se 
угольной частицы, и гомогенного, протекаю-
щего внутри ее объема. Следовательно, для 
определения величины суммарной скорости 
химической реакции рассмотрим совместно 
два уравнения, одно из которых описывает 
диффузию на внешней поверхности частицы, 
а другое — внутри ее объема.

1. Постановка и построение решения 
задачи о молекулярной диффузии 
реагирующего газа к покоящейся 

грубодисперсной угольной частице
Поскольку реакция на поверхности ча-

стицы протекает как гетерогенная, а снару-
жи частицы нет реагирования, то уравнение 
диффузии [2–5] не содержит «источников» и 
сводится к уравнению Лапласа

                                                        	 (1.1)
Наоборот, внутри частицы за счет пор 

имеет место гомогенная реакция, поэтому 
в уравнении диффузии необходимо учесть 
«источник», в силу чего, оно сводится к урав-
нению Пуассона [2–5]

	 (1.2)
где D, ci — соответственно коэффициент 

диффузии и концентрация реагирующего 
газа внутри угольной частицы, qi — «источ-
ник» протекания внутри частицы химической 
реакции, которая, как правило, имеет первый 
порядок, в связи с чем «источник» представ-
ляется в виде qi = – kSici.

Так как рассматриваемая угольная части-
ца сферическая, то удобно перейти в уравне-
ниях (1.1) и (1.2) от декартовых координат x, y, 
z к сферическим координатам r, θ, φ с началом 
в центре тяжести частицы (рис. 1) с помощью 
следующих соотношений [6]:

в силу которых оператор Лапласа в сфе-
рических координатах представляется в виде

	        
 (1.3)

Из-за осевой симметрии покоящейся ча-
стицы реагирование будет также симметрич-
ным и, следовательно, искомая концентрация 
зависит только от координаты r. Поэтому про-
изводные концентрации по координатам θ, φ 
равны нулю и оператор (1.3) приобретает вид

в соответствии с которым уравнения (1.1) 
и (1.2) вырождаются в обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения

	                        (1.4)
Добавив к первому уравнению (1.4) гра-

ничные условия

             (1.5)
получаем смешанную краевую задачу, 

описывающую осесимметричный гетеро-
генный процесс молекулярной диффузии к 
внешней поверхности угольной частицы.

 

Рис. 1. Схема реагирования угольной 
частицы в сферических координатах

При этом первое граничное условие (1.5) 
означает, что на достаточно большом удале-
нии от рассматриваемой частицы концентра-
ция реагирующего газа равна ее начальному 
значению c0. Второе условие показывает, что 
на поверхности реагирующей частицы про-
текает реакция первого порядка [2–4], а кон-
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При этом первое граничное условие (1.5) означает, что на достаточно большом 
удалении от рассматриваемой частицы концентрация реагирующего газа равна ее 
начальному значению c0. Второе условие показывает, что на поверхности реагирующей 
частицы протекает реакция первого порядка [2–4], а концентрация газа на поверхности 
частицы равна cw. 

Первое уравнение (4) интегрируется в квадратурах [1.7]: 
2

1
dc A r
dr

 , 1
2

Ac A
r

   ,                      (1.6) 

где A1, A2 — постоянные интегрирования. 
Подставляя первое условие (1.5) во вторую формулу (1.6), а второе условие (1.5) в 

первую формулу (1.6), находим постоянные интегрирования 
2

1
wkcA

D
  , 2 0A c , 

в силу которых частным решением первого уравнения (1.4) является функция 
2

0
wkcc c

D r


  ,       (1.7) 

представляющая собой концентрацию реагирующего газа, диффундирующего к наружной 
поверхности частицы. При r = ξ из формулы (1.7) найдем концентрацию реагирующего 
газа сw на поверхности частицы 

0

1
w

cc k
D





. (1.8) 

Общее решение второго уравнения (1.4), переписанного в виде 
2

2
2

2 0i i
i

d c dc c
dr r dr

   ,                  (1.9) 

представляется функцией 

 1 2
1 ch( ) sh( )ic B r B r
r

    ,                         (1.10) 
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центрация  газа  на  поверхности  частицы 
равна cw.

Первое уравнение (1.4) интегрируется в 
квадратурах [7]:

(1.6)
где A1, A2 — постоянные интегрирования.
Подставляя первое условие (1.5) во вто-

рую формулу (1.6), а второе условие (1.5) в 
первую формулу (1.6), находим постоянные 
интегрирования

 

в силу которых частным решением перво-
го уравнения (1.4) является функция

	       (1.7)
представляющая собой концентрацию 

реагирующего газа, диффундирующего к на-
ружной поверхности частицы. При r = ξ из 
формулы (1.7) найдем концентрацию реаги-
рующего газа сw на поверхности частицы

(1.8)
Общее решение второго уравнения (1.4), 

переписанного в виде

                 (1.9)
представляется функцией
 

	                         (1.10)
в которой B1, B2 — постоянные интегри-

рования, а величина
Предел функции ci

     

   

(1.11)
зависит только от постоянной B2, но не 

зависит от B1. Следовательно B1 может при-
нимать любое значение, в том числе и равное 

нулю. Приняв в формуле (1.10) B1 = 0, имеем

	        (1.12)
Далее подставим в (1.12) граничное 

условие                  и определим постоянную 
                           с учетом которой функция 

ci приводится к виду
 	           

 (1.13)
и представляет собой частное решение 

уравнения (1.9), поскольку описывает про-
цесс диффузии газа внутри угольной частицы 
единственным образом.

Отметим, что поскольку предел функции 
ci определяется по формуле (1.11), в котором 
величину B2 мы нашли, то, следуя [6], будем 
считать значением ci в точке r = 0 величину

(1.14)

2. Анализ процесса молекулярной 
диффузии реагирующего газа внутри 

объема грубодисперсной 
угольной частицы

На рис. 2 показаны графики зависимости 
концентрации внутри объема частицы в за-
висимости от сферической координаты r, по-
строенные с учетом формулы (1.14) при сле-
дующих данных: 

для ряда значений коэффициента диффу-
зии D = 1·10–6 м/с (на рис. 2 линия 1), D = 4·10–6 
м/с (линия 2), D = 10·10–6 м/с (линия 3).

Построенные графики внутри рассматри-
ваемого интервала                      всюду моно-
тонно возрастают и не имеют локальных экс-
тремумов. Все три графика вогнутые, и их 
кривизна увеличивается с уменьшением ко-
эффициента диффузии D, а концентрация ci, 
наоборот, уменьшается. Так, при D = 10·10−6 
м/c концентрация газа внутри частицы в 
окрестности точки r = 0 составляет ci(0) = 
0,203 кг/м3. При D = 4·10−6 м/с концентрация 
ci(0) = 0,171 кг/м3, а при D = 1·10−6 м/с — всего 
ci(0) = 0,081 кг/м3.
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На рис. 3 изображены графики зависимо-
сти концентрации ci от начального радиуса 
частицы r0, построенные при cw = 0,23 кг/м3, 
D = 10·10−6 м/с, T = 11000 К, для ряда значе-
ний внутренней поверхности     = 70·102 м−1 
(на рис. 3 линия 1),     = 140·102 м−1 (линия 2),    

= 200·102 м−1 (линия 3).
Графики имеют небольшую отрицатель-

ную кривизну, увеличивающуюся по мере ро-
ста величины    , и показывают, чем больше 

Рудничная аэрогазодинамика

Рис. 2  График зависимости концентрации ci от координаты r

начальный радиус r0, тем меньше концент-
рация реагирующего газа внутри частицы, и 
наоборот, чем меньше начальный радиус r0, 
тем меньше отличаются концентрации газа 
внутри частицы и на ее внешней поверхно-
сти. Заметим, что с увеличением внутренней 
поверхности   концентрация газа внутри ча-
стицы существенно уменьшается по сравне-
нию с концентрацией на ее внешней поверх-
ности.

Рис. 3. График зависимости ci от начального радиуса r0 для ряда значений  

Таким образом, с ростом начального ра-
диуса частицы и увеличением поверхности
    химическое реагирование происходит, глав-
ным образом, на внешней поверхности части-
цы, затухая внутри ее. Однако при значениях 
начального радиуса r0 ≤ 5,3·10−4 м и значениях

        ≤ 90·102 м−1 относительная разница концен-
траций реагирующего газа внутри частицы и 
на ее внешней поверхности не превышает 5 %. 
Следовательно, если принять общепринятую 
пятипроцентную погрешность вычислений, 
то можно рассматривать концентрации реа-
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гирующего газа на внешней поверхности cw и 
внутри частицы ci мало отличающимися друг 
от друга:

 (2.1)
Поскольку в дальнейшем мы будем рас-

сматривать угольные частицы преимущест-
венно с указанными параметрами, то условие 
(2.1) нам представляется вполне уместным.

Анализируя полученные решения двух 
краевых задач и учитывая формулу (2.1), мы 
можем объединить эти задачи и построить их 
приближенное решение для угольных частиц 
малых размеров.

3. Построение приближенного 
решения задачи о молекулярной 

диффузии реагирующего газа 
к покоящейся грубодисперсной 

угольной частице малых размеров
Начнем с нахождения общей скорости W 

реакции как суммы скоростей реакций, про-
текающих на внешней поверхности и внутри 
угольной частицы:

	                                      (3.1)
где Se, Si  — внешняя и внутренняя поверх-

ности частицы, V — ее объем,                 .
Разделив равенство (3.1) на Se и принимая 

во внимание (2.1), найдем удельную скорость 
реакции q, отнесенную к единице площади 
внешней поверхности частицы

	             (3.2)
где величина               — характеризует 

глубину проникновения реакции внутрь ча-
стицы. В частности, для частицы сферической 
формы

Сопоставляя вторую формулу (1.5) с фор-
мулой (3.2), замечаем, что скорость реакции 
kcw с учетом ее протекания внутри частицы 
увеличивается в                раз, в силу чего фор-
мула (1.7) применительно для реакции вну-
три частицы приобретает вид	        

            (3.3)
Учитывая, что на поверхности частицы 
               преобразуем формулу (3.3) к виду
	              

(3.4)

Заменим в выражении (3.2) произведение 
kcw произведением  

 	     (3.5)
и, приравняв правые части равенств (3.2) 

и (3.5) с учетом (3.4), получаем формулу для 
определения вновь введенного коэффициента  

	         

(3.6)
откуда вытекает равенство
	      

(3.7)
связывающее основные геометрические и 

кинетические параметры угольной частицы 
сферической формы. Введя величины

  	  (3.8)
и учитывая, что                 , получим еще одну 

форму представления (3.7)

	     (3.9)
Из равенства (3.9) вытекает, что величина
 представляет собой суммарное сопро-

тивление, равное сумме трех величин, первая 
из которых определяет кинетическое сопро-
тивление, вторая — диффузионное сопро-
тивление на внешней поверхности, третья 
— сопротивление внутренней диффузии при 
реагировании внутри угольной частицы.

4. Анализ приближенного решения 
задачи о молекулярной диффузии 
реагирующего газа к покоящейся 

грубодисперсной угольной частице 
малых размеров

На рис. 4 показаны графики зависимости 
сопротивления         от текущего безразмер-
ного радиуса    угольной частицы, которые 
соответствуют начальным радиусам частиц r0 
= 0,1 мм (график 1), r0 = 0,2 мм (график 2), r0 
= 0,5 мм (график 3), построенные при тех же 
значениях T, D,    , что и графики на рис. 3.
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 Рис. 4. Графики зависимости               от безразмерного текущего радиуса угольной частицы

Анализ построенных графиков показы-
вает, во-первых, что чем больше начальный 
радиус частицы r0, тем выше сопротивление 
ее горению. Во-вторых, чем больше безраз-
мерный радиус    , тем в большей степени про-
является нелинейный характер выгорания 
частицы, график которого представляет со-
бой вогнутую линию 3. Наоборот, с уменьше-
нием     характер выгорания близок к линей-
ному виду, а его график 1 мало отличается от 
прямой линии.

Анализ графиков на рис. 4 и формулы 
(3.9) показывает, что нелинейный характер 
выгорания обусловлен наличием слагаемого

 
Поэтому чем больше радиус в начале про-

цесса горения, тем больше слагаемое               , 
которое существенно превосходит слагаемые    

             в формуле (3.9). Это значит, что 
на начальном этапе выгорание в наибольшей 
степени зависит от сопротивления диффузии 
внутри угольной частицы.

При небольшом значении   ее квадрат 
превращается в малую величину, и поэтому 
слагаемое                   оказывается существенно 
меньше величин                          ,   и на процесс вы-
горания практически не оказывает влияния, в 
силу чего выгорание принимает линейный ха-
рактер. Таким образом, при малых значениях

выгорание частицы обусловлено только 
кинетическим сопротивлением и диффузион-
ным сопротивлением на внешней поверхно-
сти частицы.

При дальнейшем уменьшении   можно 
пренебречь влиянием не только               , 
но также и            по сравнению с величи-
ной 1/k, что означает переход процесса вы-
горания полностью в кинетический режим. 
Следовательно, процесс выгорания угольной 
частицы, сопровождающийся непрерывным 
уменьшением     , всегда заканчивается в ки-
нетической области.

Зависимость сопротивления 1/k  от коэф-
фициента диффузии D представлена на рис. 5 
графиками 1, 2, 3, построенными для частиц, 
радиусы r0 которых соответственно 0,1 мм, 0,2 
мм и 0,5 мм, представляющие собой вогнутые 
кривые.

Графики показывают, что существенное 
сопротивление химическому реагированию 
имеет место при малых значениях коэффи-
циента диффузии D. C его ростом сопротив-
ление резко уменьшается, причем для более 
мелких частиц r0 = 0,1÷0,2 мм существен-
ное влияние на величину сопротивления 1/k       
оказывает диффузия, если ее коэффициент 
D < 4·10−6 м/с. При больших значениях D 
сопротивление   уже практически не зави-
сит от молекулярной диффузии. Для частиц 
r0 > 0,5 мм молекулярная диффузия влияет на 
величину 1/k на всем рассматриваемом диапа-
зоне изменения D, но особенно заметно при 
D < 4·10−6 м/с.
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Рис. 5. Графики зависимости сопротивления           от коэффициента диффузии

Вывод

1. Процесс молекулярной диффузии вну-
три объема покоящейся грубодисперсной 
угольной частицы описывается гиперболиче-
ской функцией, анализ которой выявил:

а) с ростом начального радиуса частицы 
r0 и увеличением внутренней реакционной 
поверхности      химическое реагирование 
происходит главным образом на внешней по-
верхности частицы, затухая внутри ее;

б) при значениях начального радиуса 
угольной частицы r0 ≤ 5,3·10−4 м и ее внутрен-
ней реакционной поверхности    ≤ 90·102 м−1 

относительная разница концентраций реаги-
рующего газа внутри частицы и на ее внеш-
ней поверхности не превышает 5 %. 

Поэтому, в рамках этой погрешности, 
можно полагать концентрации реагирующего 
газа на внешней поверхности частицы и вну-
три ее одинаковыми.

2. Анализ процесса горения грубодис-
персной ПГВС показал:

а) чем больше относительный радиус 
угольной частицы  , тем в большей степени 
проявляется нелинейный характер ее выго-
рания, указывая, что на начальном этапе вы-
горание в наибольшей степени зависит от со-
противления диффузии внутри частицы;

б) при небольших значениях    выгорание 
ПГВС принимает линейный характер, в силу 
чего оно обусловлено только кинетическим 
сопротивлением и диффузионным сопротив-
лением на внешней поверхности частицы.
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PROCESS SIMULATION OF THE REACTANT GAS MOLECULAR DIFFUSION TO A 
POOR-DISPERSION COAL AT REST IN MINE OPENING

The steady process of the reactant gas diffusion in the poor-dispersion coal particles in the mine is 
considered. Two boundary problems are formulated, one of which describes a heterogeneous process of 
diffusion of the reactant gas to the exterior surface of the coal particles, and the other is a homogeneous 
process inside its volume.

Accurate solutions of problems are made and some regularities of the concentration changes of the 
reactant gas inside the volume of the coal particle are revealed.

It is shown that for small values of the coal particle mean radius it is possible to combine boundary 
value problems and construct their approximate solution. On its basis the influence of certain parameters 
of coal particles on the total resistance to chemical reaction on the exterior surface of a particle and inside 
its volume is revealed.

Key words: MINE OPENING, POOR-DISPERSION COAL PARTICLES LAPLACE EQUATION, 
POISSON'S RELATION, SPHERICAL COORDINATES, DIFFUSION COEFFICIENT, REACTION 
RATE, RESPONSE PORE SURFACE, CHEMICAL REACTION COMBINED RESISTANCE.
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